
Exercice 1

1 a) Une b. an .
de c.

,
>) est une base Cmos de R

'

to Hell = Holl = 1 et eu
,
vs = 0

.

Tout vecteur de nonne 1 de R
'
se met sous la faune

( Inf ) ,
O ER

. sino
- - -

"

:

pro !
C'est le cas pou u ,

et on a R- t Caso

un o tg u = (EI) ,
et 0

D= ciest unique mod
.
2F

.

Maintenant
,
v est un vecteur unitaire de la droite D= u?

D est dirigée ( entre autre ! ) par
le vecteur ( soins? ) , qui

est également Kool - 1 .

Comme v ED
,

il existe de R : v = dro
,

et Holt III. Hall = III.- 1 , d' où d c- f1 , -1f _
Ainsi
,
on a nécessairement V = Vo ou - Va ,

et inversant

( u
,
% ) et ( u

,

- v. ) sont des b-an
.

de R
'

-

CI : Les b. en . de R
'

sont les :

{ Ils:o) , tais:)) , ouf et

Ns:o) , t.in:)) , ent



1 b) Soit ( u,
v ) une base de R

'

.

Notons a- (%
.
) ,
v :(¥ ) .

Ainsi
,
Ca

,
v ) est orthonormée ssi

ai tué = 1

(O - N. ) v. ' + roi = 1{
a. v. + un _

- o

-

La matrice M = ( % %) vérifie

trop
= quitter un + un

49 tu.ve vie + v. e
) "

Ainsi '
MM

= Iz =L! ;) est équivalent à Cam ) .

i. e. M c- Oz (R ) (⇒ (u ,
v ) est orthonormée

-

Struct
.

de gp sur Oz (R ) : cf - cours -

1- c- Soit ( u
,
v ) une b- an .

de R
'

. Notons ce = ( %)
• = ( %) comme avant .

On
a alors

det
. . . .
Cuir ) = det ( I. E) .

÷
On sait

que
M e q CR ) ,

soit TMM = .

D'où det ( tra ) =@TM )
'

= det ( Ia) = 1
.

D' où detb.e.lu ,
v ) et -1,1f .

1. d) D' après la 1. a) ,
une bo

- est de la forme



dû:o) .EE:)) ouf::) ,t.in?.D.oer.-detb.e--cos2tsinrO=1detb.e---coseO-sinO----1
.

↳ directe ↳ indirecte

Identifions R
'

=
6 de la façon usuelle. Alors

,

le

cercle unité s' identifie aux nombrer complexa de module
= 1 : { Ze Q I I -21--14 = { eio , OEIRÇ .

Soit OI : Si → { b. and de Ref

ëo
# (l :?) . tais:)) -

§ est bien définie au eio = eio
'

ni 0=0
'

[ZÉ

et ces
,
sin sont 2F - périodiques-

Elle est surjective d' après ce qu' on vient de dire -

Elle est injective car si § ( éco ) = OICEIO
"

)
,
alors

en considérant la 1ère colonne
,
on a { Caso

- case
'

sino = sino
'

soit eio =
eio

'

.

Et est donc bijective -
t

- e
.
L' ensemble des b.

en -
d. de R ' s' identifie à

5oz ( IR ) = {Me 0, CIR ) I det M = 1f .

5oz ( R ) est un sous - gp .
de Oz ( R ) car c'est

le
noyau

du morphisme det
% ,

: Oz ( IR ) → { ±1f .

D' après 1. d)
, 5oz (R ) s' identifie au cercle unité $ '

,



et ce dernier hérite donc d' une structure de groupe ,
telle

que l' identification soit un isomorphisme de
groupes .

Bien sûr
,
cette structure est la même que

la structure

multiplicative sur { 2- e e l 12-1--1 { -

Pau le voir
,
en notent Ro = ( ado ) ,

on calcule
sino

Caso
, casse - sino

, sin % - sino,
Coe
,
- sino

,
cesQ )& % -

①
%

= ( sino , asso, + sinon, ces O, Caso
, CosOz - sino

, sin Oc

= RO
,
+ Or

d' après les formules de trigonométrie .

Exercice 4 :

Cr Cz (s

r

a .
On vérifie que

les colonnes sont :

1) normées

2) deux à deux orthogonales .

Hall
'

= ¥ t ? * f = 1

114 Il = f- + Ê + { = 1

444 = f + f = 1-



< Ci
,
47 = ¥ + ¥ - f =

0 .

< a. es > =¥ - = a

< Ce
, Cz ) = - 2¥ = O- OK

.

Ainsi
,
R c- Oz ( IR) .

b) On calcule le polynôme caractéristique de R :

Xp( X) 4 ← ↳ + Le

" 1h - X 'la %
dette# =/ . "

÷
- toi =p III %- X

- y, % - X

1- X O O

= % - X - %, =
d. × ) f-

× - %î

-%î % - ×
% - x )

ce ← ce - ce
=L - X ) ( X ' + ¥) .

-

Deux racines complexesAinsi
,

R a trois
oap conjuguées , murées

complexes distinctes 2è2 :
-

Speer) = { 1. i. . :p .

là savoir ±

Xp ( X ) est scindé , à racinassions ( sur 6) ,



donc R est diagonalisable sur 6 ,
semblable à ↳

Donc , R n
' est

pas diagonalisable sur IR .

On a vu que
1 est vap de IR

.

D'où :

(ERC R ) : = { × c- Rs I RX = XÇ # { of . C'est l' unique
✓
On précise

le corps de l' espace propre . espace propre
réel

.

Comme R a 3 v. a. p . complexes , les espaces propres

Enpleines associés sont nécessairement de dime = 1 .

Vérifions
que dima EÎCR) = 1 :

Soient X. Y c- EÎ ( R)
.

Alors comme X. Y E EÎ (R)
,

ils sont colinéaires seuI : 7 d
, µ c- Ci

, ¢ , µ ) # (0,0) ,
4X t

µ Y = 0
.

D'où en conjuguant :

+ J X + II Y = 0 car X
,
Y e 1Res

.

(tt 5) X + ( µ + F) Y = 0 ( * )
- -
C- R E IR

Cost : htt = µ t pt = 0 .
Alors d

, µ e
IR

.

D'où

d
'

, µ
'

e IR tq d-- i d
'

, µ - it
'
avec ( d '

, ¥
' ) # ( 0,0) .

D'où i × ( t'X + µ
' Y ) = 0

,
et ( x

,
x) est liée seum

.

-
-

= 0

GIL :
htt

ou ftp.T est non nul . Alors dans ce cas
,

la relation ( * ) est non triviale
,
à coef réels

,
montrant



que ( X ,
Y) est liée suit .

Dans les deux cas
,
on voit bien que dirigeEÎCR) =L .

Enfin
,
on calcule :

"÷ : % ,
montrant

que (f) c- EÎCR) .

D'où EÎCR) =D =P
. (f) -

D' =p (§) c- Rs : c (§ ) , l! ) ) = of .

Comme < (
"

§ ) , ( ! ) ) = x + y ,
l'équation de D

'

est { x + y = of .

Notons v. :-( ! ) , de sorte que D' = vi.
Soit v c- D

'

.
Montrons

que
R.rs c-Dt

,
i. e. SR.rs

,
v.7=0.

Oh
,
comme Vo = R - Vo

,
on a

< R.rs
,
vos = LR.ro

,

R
. vos

= L V
,
Vo >

,
car R C- Oz CIR) .

= 0
,
car v C- vote

.

Ainsi R foot ) c v
"

.

Comme R est inversible
,

dim R . v.
t'
= dim voi

,
d' où R

. Et = vote .

d)



Commençons par calculer la norme et le produit scolaire de ces

deux vecteurs : nonnes % + % =
1

,
0 t 1 -

_ 1 : ok

p . S - : O t 0 + 0 = 0 .

C'est bien une famille orthonormée -
Il suffit de voir que ses éléments sont dans D' ÷
l' équation de ce plan étant x + y = 0

,
la vêûf

.

est immédiate
-

ce ce

e)

114112 = a " t ( ab + c)' + lac - b)
'

= a
" tab

?
t#c t c' + àce _# t b'

= a
"
+ (à + 1) ( b' + c 2) .

< Ç
,
ce > = a

' ( ab - c) + Cab + c) b' + Cac - b) (be + a)
= as b- Et abstcbf-abct-afc.bz- ab
=
ab ( at + bat à - 1) .

f-
.

Il suffit de remplacer a.b et c pour
leurs valeurs % ,% et 0

.

5
.

Les quatre matrices sont symétriques et réelles .
D' après le théorème spectral , elles sont toutes diagonalisable
sur IR en base orthonormée .



Cas de G :

Pol
. caractéristique : % (X ) = det ( G - XIe )

=p ⇒ - e- N' - a

= ( - X - 1) ( - X ts) = ( X - 3)(x + 1)
.

D' où 5pm (G) = f3 ,
-1f .

0

Es (G) = Ku ( Cr - SID = Ku (I I ) -

On résout : J
- 2x

,
+ 2x

, = 0

2aÊ2x# ⇐ ' 24 = 22 .

Es (G) = R
. (f) .

E.
,
( Cr ) = Ku ( C

.
+ Ia ) = Ken ( { { )

(%) c- Ken ( G + Ir ) si x. = - xz .

E-
,
(G) = Rx (! ) -

E. cc)

Reine Les espaces propres
d' une matrice sym -

on
réelle sont en somme

a

directe orthogonale .

E. Cc )

s



i on sait Es (4) = IR
.

( i )
,
alors

E. Cc ) = Ci )
"

- Rff ) .

°
. lit a t:) .

(re. .
or ) est une b. an .

de v. e. p de Ca .

C
, = Pil ! ! ) P Pe OK)

.

a- t'÷ icï "÷ .

À ± tp
, car P C- 0cm ) = { te l 'Mr _- Inf

-

- R
-÷

=

" ) .

Ca =L! Y )
" rap : l'÷!: ⇒ l'ai :

-t
E.

,
( cc ) = Ku ( ca + Ie) = Ku (§ Vj )



( re , a.) c- En ( Cc )

{ 2am t Vâxr = o ⇐ VI x , + VI x
, = 0

VIx.t-3xr-OKulc.tt
. ) = IR . [fÎ ) - X

Ku ( Cz - 4 Ia ) = IR . ( ) ⇒ Keeler +IÀ.

Posons : va -

- Est:) ,
" : t ) -

(V. , Vi ) est un bon de
vep .

↳ = ( { à) :

Xe
,
( x ) = 11 - x ) L -2- x ) - 4

= X ' + X - 6 = (X -2) ( X +3) .

spp.cz = 42 , -34 -

µ , m) c- Es (G) ⇒ f-
"
i +224=0 qq.rs )

2x
,
- 4 xz = 0 → inutile

.

E. (g) = . (f) ÷

⇒ " = 2% %)⇐ B. (f) .



µ , xD c- E-
z
( c.) ⇒ { 4K t 2 ser = 0 4 2

22
,
t Xz = 0 .

C l

⇐ (E) c- R . (f) = (3)
te

Prenons P = ¥ x (} f) e- Oe ( R) la matrice
de
passage de la

base canonique vers la base de rep . revienne lises
.

D'où Cz = P (f f) tp .

Ca = ¥
-

{ }) .
On calcule X -

- Xç .

"" -

- t ÷ :{ f- x :
- 2 2 - 3- X

Cz ← Ce - Ç

un ÷ ?!
= f2 -X) . ( ( 4- x ) L - 3- x) - 8) .

= - (X + 2) ( X2 - X - 12 - 8)



= - ( X + 2) ( X ' - X - 20) .

-

(Xt 4) ( X - 5)

Le spectre de Ç est réel Comme attendu ) :

Space, = { 5, -2 , -4f : cardinal = dim Rs .

Donc les
espaces propres associés sont des droites . On

peut en voir à
"
l'œil nu

"

,
et cela suffirait . Sinon ,

on résout les systèmes (cc, - dis) X = 0 ,
dont

on sait qu' ils admettent un espace de sol
.

de déni 1
.

Y = 5 :
- 4 xp - 3 xz - 2x

, =
0

t::÷÷ :: : :
On va "

pivoter " selon ses
,

ce qui revient juste à permuter les ai .

- 4 xp - 3 rez - 2x
,

= 0

(⇒
- 7- xp - 7- x , = 0 La ← La + Le

(× - 2) & 14 x, +14 x, = 0 ↳ ← ↳ - 44

- 4 xp - 3 rez - 2x , = 0

(=\ } Xp + a, = 0

x , = X
,
d c-IR paramètre .



⇐ I : : :
Kz = - dlz

CI : E- (4) =
IR

. (%)
4=-2 On résout le système (4+47)/1--0 .

4f ?}
- 3%-224=0

je ,"
Lzxnt-3xzt-2xg.tn
} - 2x

, + 22oz - 2cg = 0 .

⇒ {
724 - FK " ⇒

Le ← 4- 2L ,
- 2x

,
t 2x , - XZ = O -

⇒ |
" - ne x. _

- t

% = 2x
,
- 2x , = .

{ re - t
,

t.IR
.

X
,
=D

E-
a (4) = B. (f) .



4=-4 : On résout le système (Cci +4 Is) X = 0 .

t.is:
-

÷: :÷ :
- 22h t 224 t 2C

,
= 0

4cL , t'↳

{
x. + Ke t 0 = 0

↳ ← 4-24241-2,1-0=5
- 2x

,
t 2x , t as = 0

⇒ lË÷Ë
.
. " . "

" fil
D' où E.

" (4) = IR
. ¥ ) .

On obtient ainsi une b. an
.

de
rap . de Ca :

" - ¥!) iv. ¥1!) is -¥
vap = rap = - 2 vap = - 4 .

Soit P = (v, "

; va ! 9) la matrice de passage
de la base canonique vers & ,

va
,
9) .

Alors
,

P C- Oz (IR) et on a :



ca - PE ! à
.

Exercice 8

8. a. Rq Om ( re ) = { M .

- ( nnij ) C- QCIR) ( m c- ZÇ
est un sous - gp .

de Om (R)
.

( i ) On (2) contient In - (j . .

( ii ) Soient M.tl ' c- Ou EI )
.

En notant
mij , mif les coef de M

,

M' respectant
,

le cerf (i. j ) du produit MM
'
est donné par :

Ê
, mi m'kj

E Z car Z est stable
pr

Ee Ee somme et produit .

D' où M
,
M' c- On (a) ⇒ MM

'

c- Ou Cz ) .

Iiii ) Si M c- Om ( IR )
,
son inverse est à

'

=
tre

.

Donc
,
si ME On (D)

,

alors M
- t

= EM est à

coef
.
entiers

,
i. e. M c- On (2) ⇒ M

- t
C- On (2)

.

Et : On (2) # ¢ ,
stable peu produit et passage

à l' inverse
.

C'est donc un ssgpe de Om (IR) .

8. b
. On va dénombrer Ou (Z)

.

Soient Cr
,
_ . -

,
Ca C- 27

" les colonnes d' une matrice



de Om ( Z) . Nécessairement
, chaque Ci a exactement

une coordonnée non nulle
,

et elle vaut ± 1
.

En effet
,
si un vecteur X = ( %;) est naine et à

coef
. C- Tl

,
alors x? + .

. - t "à =L .

En

Comme les x ? sont 70
,
entiers et

que
leur somme vaut 1

,

un
,
et un seul

,

d' entre eux vaut 1 et les autres sont nuls
.

On dénombre ÷:

-

2M possibilités pour Ce ( choix du x : non nul , puis choix

de son signe .)
-

2 ( m - 1) possibilités pour Ca ,
car L Ci

,
Ca > = 0

donc Ca et Ca ne peuvent pas avoir la même coordonnée

non nulle .ms ( m - 1) choix restant * 2 signes possibles .

!
-

2 choix possibles pour Cm .

Au final
,

/ On ( Tt ) I = 2n × 2cm - D × - - - x2 -

= 2? n !

La restriction det fanez , est un morphisme à valeurs
dans f-t , 1f , qui est seujectif car [f1 . c- On (2)
et son det = - 1

.

Son
noyau

est On (2) n Son CIR)
,
et

par
le thm de

Lagrange ,
on a : tonte) 14am n.se

.

1=14+-141



D'où / On (a) n son ( Rtl = ftp.CZD/-- 2
" ? n ! .

8. e. Soit M c- On (2)
,
de colonnes G

,
- - -

,
en

-

On a vu que Vj e 41 ,
_ . -

,
n Ç , Cj a un seul

coef non - nul . Appelons -
le • ( j ) C- { 1 , _ . _

,
on § .

Si (en
,
_ . -

,
en) est la base canonique

de IR "
,
alors

par déf , ttj c- { 1
,
- -

-

,
ou { ,

7 Ej c- { -1,14 / Cj = Ej eocj ) .

Maintenant
,
Vj , j' C- l ' , - - -

, NÇ ,
si r Cj ) = ocj ' ) ,

alors

< Cj , Cji 7 = L Ej eocj ) , Ej . e- ( j ' ) >

= Ej Ej , L esrcj ) , etc j
" ) >

-
= 1 car • Cj ) = • (j ' )

= Ej Eji C- { 1 , -1 § .

Comme les colonnes sont 2è 2 orthogonales ,
on a réessaient

j = j
'

: o est donc injective ,
donc bijective puisque

- : { 1 ,
- - -

,
n § → { 1 , - - -

,
n § -

Ainsi
,
on est une permutation de { 1 , _

. _

,
on § . Appelons

D= ( % " . . Ien) .

Alors
par déf ,

M = Po -

D
,
où

Po est la matrice de la permutation - .

8. d
.
La décomposition est unique si on fait le produit

dans l'ordre Po xD
.

Si
on ne

tient
pas compte de

l' ordre des facteurs , alors il n'y a pas
unicité :



n = 2
,
M = ( Î ! ) c- Oz ( )

.

Alors o = c-
la

transposition c- : { ç ,
Pon = ( f ! ) et

M =L? :X: :) - t :X: :) .

Ts Tz
D ¥ D

'


